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7.2 अपूूर्णां �ंक घटक पूूर्णण घटकााचेे भााग म्हणूून  
खाालीील चि�त्राात एक पूूर्णण चि�क्कीी दााखवलेे आहेे. 

 पूूर्णण चि�क्कीी ६ समाान भाागांं�मध्येे वेेगवेेगळ्याा प्रकाारेे वि�भाागल्याास आपल्याालाा वि�वि�ध 
आकाारांं�चे  1

6  चि�क्कीीचेे तुुकडेे मि�ळताात. तेे सर्वव एकसाारख्याा आकाारााचेे आहेेत काा?

एक पूूर्णण चि�क्कीीचेे  6 समाान तुुकडेे 
कराा.

एक पूूर्णण चि�क्कीी 6 समाान तुुकड्यांं�मध्येे वेेगवेेगळ्याा 
प्रकाारेे काापलीी आहेे.

गणि�त
बोोलणेे

एक पूूर्णण चि�क्कीीत्यााच्याा दोोन तुुकड्यांं�चे चि�त्र खाालीी दि�लेे आहेे. 
प्रते्येक तुुकडाा मूूळ चि�क्कीीच्याा कि�तीी भाागाासमाान आहेे?

आपण पााहतोो कीी मोोठ्याा तुुकड्याात 
1
4  चि�क्कीीचेे 3 तुुकडेे आहेेत. त्याामुुळेे आपण मोोठ्याा तुुकड्यााचेे मोोजमााप 

1
4याा अपूूर्णांं�क घटकाानेे करू शकतोो म्हणूून, मोोठाा तुुकडाा 

3
4   चि�क्कीीसमाान आहेे.

3
4

1
6

1
6
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खाालीी दर्शशवलेेल्याा चि�क्कीीचाा अपूूर्णांं�क घटक कोोणताा आहेे?

हाा तुुकडाा चि�क्कीीचेे ३ समाान 
भाागांं�मध्येे वि�भाागल्याामुुळेे 
मि�ळतोो. त्याामुुळेे हाा तुुकडाा 
1
3  चि�क्कीी आहेे.

  हेे शोोधूनू कााढाा

खाालीील आकृृत्याा पूूर्णण चि�क्कीीचेे वेेगवेेगळेे अपूूर्णांं�क घटक दर्शशवताात. प्रते्येक तुुकडाा पूूर्णण चि�क्कीीच्याा कि�तीी 
भाागाासमाान आहेे?

a.

e. f. g. h.

b. c. d.

एक पूूर्णण चि�क्कीी
1
3
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7.3 अपूूर्णां �ंक घटक वाापरून मोोजमााप 
एकाा काागदााचीी पट्टीी घ्याा. हीी काागदााचीी पट्टीी आपण एक एकक लांं�बीीचीी समजूू.

1 काागदााचीी पट्टीी

पट्टीीलाा दोोन समाान भाागांं�मध्येे दुमुडून नंंतर तीी पुुन्हाा उघडाा. जर पट्टीीचीी लांं�बीी एक एकक धरलीी, तर 
दुमुडल्याामुुळेे तयाार झाालेेलेे दोोन नवीीन भााग प्रते्येक कि�तीी लांं�बीीचेे असतीील?

 
1
2

1
2

जर यााच पट्टीीलाा पुुन्हाा दोोन समाान भाागांं�मध्येे दुमुडलेे, तर तुुम्हाालाा कााय मि�ळेल? आताा तुुम्हाालाा चाार 
समाान भााग मि�ळतीील.

2 वेेळाा 
1
4  = 

2
4

3 वेेळाा 
1
4  = 

3
4

4 वेेळाा 
1
4  = 

4
4

1
4

हेे पुुन्हाा कराा आणि� रि�कााम्याा चौौकोोनांं�मधे्ये भराा.
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2 वेेळाा  
1
8  

4 वेेळाा  
1
8

6 वेेळाा  
1
8

 

=

=

=

=

=

8 वेेळाा  
1
8  

8
8= = 1

अपूूर्णांं�क एककांं�चाा वाापर करून अपूूर्णांं�क माात्राा मोोजताा येेताात.

आणखीी एक उदााहरण पााहूयाा,

    
1
2    

= 1 वेेळाा अर्धाा�

1
2  + 

1
2  

= 2 वेेळाा अर्धाा�

1
2  + 

1
2  + 

1
2  

= 3 वेेळाा अर्धाा�

1
2  + 

1
2  + 

1
2  + 

1
2   

= 4 वेेळाा अर्धाा�

1
2  + 

1
2  + 

1
2  + 

1
2  +

1
2 

= 5 वेेळाा अर्धाा�

आपण अपूूर्णांं�क घटक एकत्र करून प्रमााण कि�तीी आहेे तेे वर्णणन करू शकतोो.

पूूर्णण पोोळीी (पूूर्णण भााग) 
दर्शशवतेे.
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 हेे शोोधूनू कंढां
1. �ा 1

2  चा तक्ता आणाखी दीोन पोायाऱ्याांसाठाी चालूे ठेावाा.
 2. तुम्ही 1

4  साठाी असाच तक्ता  बेनवाू शांकाले का?? 
 3. एका कागदीाच्याा पोट्टीीचा वाापोरा करूंन 1

3  बेनवाा. तुम्ही यााचा वाापोरा करूंन 1
6  देीखीले बेनवाू  

  शांकता का?
 4.  खालेीलेप्रमुाणाे आकृती काढा आणिणा बेेराीजा विवा�ान लिले�ा:
  अ. 5 वाेळीा 1

4 पोोळीी    बे. 9 वाेळीा 1
4 पोोळीी

 5. प्रते्याक अपूोणाा�क घेटाक याोग्य चिचत्रांाशांी जाुळीवाा:

1
3

1
5

1
8

1
6

अपूूर्णां �ंक वांचेरे्णां

आपोणा सा�ाराणात� 3
4  याालेा ‘तीन पोावा’ हिकंवाा ‘तीन बेराोबेरा चारा’ असे वााचतो, पोणा याालेा ' 

1
4  चा 3 

पोटा’ असे वााचल्याास आपोल्याालेा अपूोणाा�काचे प्रमुाणा चांगल्याा प्रकारेा समुजाते. याामुुळेी अपूोणाा�क घेटाक 
(1

4)  कोणाता आ�े आणिणा असे हिकती घेटाक आ�ेत (3) �े स्पष्ट �ोते.

आपोल्याालेा अपूोणाा�कातीले वाराचा आणिणा खालेचा संख्येेलेा काया म्हणातात ते आठावाा. 5
6  याा अपूोणाा�कात 

5 अंशां (numerator) आ�े आणिणा 6 �ा छेेदी(denominator) आ�े.

णिशोक्षाकं�संठीी सूचेनं
मुुलेानंा विवाविवा� आकाराासं� अपूोणाा�क घेटाकाचं्याा संकल्पनेचा शांो� घेेण्यााची अनेक सं�ी द्याा, जासे की 
वातुवळेी, चौरास, आयात, मित्रांकोणा इत्याादीी
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7.4 संं ख्याारेषेेवर अपूूर्णां �ंक लांं�बीी चि�न्हांं�कि�त करणे 

आपण संंख्याारेेषेेवर 1, 2, 3, … एककांं�इतक्याा लांं�बीी चि�न्हांं�कि�त केेल्याा आहेेत. 
आताा, संंख्याारेेषेेवर अपूूर्णांं�कांं�इतक्याा लांं�बीी चि�न्हांं�कि�त करूयाा.. 

नि�ळ्याा रेेषेेचीी लांं�बीी कि�तीी आहेे?  नि�ळ्याा रेेषेेचीी लांं�बीी दर्शशवणााराा अपूूर्णांं�क चौौकटीीत लि�हाा..

0 1 2

0 आणि� 1 यांं�च्याातीील अंंतर एक एकक लांं�ब आहेे. हेे अंंतर दोोन समाान भाागांं�मध्येे वि�भाागलेे आहेे. 

त्याामुुळेे प्रते्येक भाागााचीी लांं�बीी  1
2 एकक आहेे. म्हणूून हीी नि�ळीी रेेषाा 1

2  एकक लांं�ब आहेे.. 

 आताा, आताा, खाालीी दर्शशवलेेल्याा वि�वि�ध नि�ळ्याा रेेषांं�चीी लांं�बीी शोोधाा आणि� चौौकटीीत भराा. 

1.	 येेथेे अंंशाात्मक एकक 1 एककााचीी लांं�बीी तीीन समाान भाागांं�त वि�भाागत आहेे. बॉॉक्समध्येे किं�वाा तुुमच्याा 

वहीीत नि�ळ्याा रेेषेेचीी लांं�बीी देेणााराा अपूूर्णांं�क लि�हाा.

0 1 21
3

2.	 	�येथेे, एक एकक 5 समाान भाागांं�मध्येे वि�भाागलेे आहेे. नि�ळ्याा रेेषांं�चीी लांं�बीी दर्शशवणााराा अपूूर्णांं�क संंबंंधि�त 

चौौकटीीत किं�वाा तुुमच्याा वहीीत लि�हाा.

0 1 21
5

3
5

3.	 �आताा, एक एकक 8 समाान भाागांं�मध्येे वि�भाागलेे आहेे. योोग्य अपूूर्णांं�क तुुमच्याा वहीीत लि�हाा.
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 हेे  शोोधूनू कंढां

1. संख्येा रेाषेांवारा  1
10  , 3

10  आणिणा 4
5  लेांबेीच्याा रेाषांा काढा. 

2. आपोल्याा आवाडीीचे आणाखी पोाच अपूोणाा�क लिले�ा आणिणा त्याांना त्याांना संख्येारेाषेांवारा 

चिचन्हाांहिकत कराा. 

3.  0 ते 1 दीरा�ान हिकती अपूोणाा�क आ�ेत? विवाचारा कराा, आपोल्याा वागवमिमुत्रांांशांी चचाव कराा 

आणिणा आपोलेे उत्तरा लिले�ा.

4.  खालेी दीशांवविवालेेल्याा विनळ्याा रेाषांा आणिणा काळ्याा रेाषेांची लेांबेी हिकती आ�े? 0 आणिणा 1 मु�ीले अंतरा 

1 एकक लेांबे आ�े आणिणा ते दीोन समुान भाागांमुध्येे विवाभाागलेे गेलेे आ�े. प्रते्याक भाागाची लेांबेी 

अशांी आ�े 1
2 . म्हणाून विनळीी रेाषांा 1

2  एकक लेांबे आ�े.

काळ्याा रेाषेांची लेांबेी दीशांववाणााराा अपूोणाा�क चौकटाीत लिले�ा.

1
2

0 1 2

5. काळ्याा रेाषांांची लेांबेी दीशांववाणााराा अपूोणाा�क संबंेधि�त चौकटाीत लिले�ा.

0 1 21
5

2
5

3
5

4
5

�ी रेाषांा फळ्याावारा काढा आणिणा विवाद्याा�ा�ना त्याांच्याा वा�ीत उत्तरेा लिले�ायालेा सांगा.
णिशोक्षाकं�संठीी सूचेनं 

गणिणात
बेोलेणाे
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7.5 मिमा�श्रते अपूूर्णां �ंक 

एकंपेूक्षां माोठेी अपूूर्णां �ंक
तुम्ही याापूोवाी का�ी अपूोणाा�क संख्येारेाषेांवारा चिचन्हाांहिकत केलेे �ोते. तुम्हालेा लेक्षाात आलेे का की सवाव विनळ्याा 

रेाषांांची लेांबेी 1 पेोक्षाा कमुी �ोती आणिणा सवाव काळ्याा रेाषांांची लेांबेी 1 पेोक्षाा जाास्त �ोती?

 याापूोवाी तुम्ही संख्येारेाषेांवारा चिचन्हाांहिकत केलेेलेे सवाव अपूोणाा�क लिले�ा. 

 आता, आपोणा त्याांचे दीोन गटाांमुध्येे वागीकराणा करूंयाा: 

लं�बीी 1  एककंपेूक्षां कमाी लं�बीी 1  एककंपेूक्षां जंस्त

 तुम्हालेा 1 पेोक्षाा मुोठ्याा अपूोणाा�कांमुध्येे का�ी सा� हिदीसलेे का?

1 एककापेोक्षाा कमुी असलेेल्याा सवाव अपूोणाा�कांमुध्येे, अंशां �ा छेेदीापेोक्षाा ले�ान असतो, तरा १ एककापेोक्षाा 

जाास्त असलेेल्याा अपूोणाा�कांमुध्येे, अंशां �ा छेेदीापेोक्षाा मुोठाा असतो.

आपोणाास मुा�ीत आ�े की 3
2 , 5

2  आणिणा 7
2  सवाव 1 एककापेोक्षाा मुोठेा आ�ेत. पोणा आपोणा �े पोाहू शांकतो 

का की त्याामुध्येे हिकती पूोणाव एकके आ�ेत?
3
2 = 1

2 + 1
2 + 1

2 = 1 + 1
2

5
2 = 1

2 + 1
2 + 1

2 + 1
2 + 1

2 = 2 + 1
2

मुलेा ते मुाहि�त आ�े की 13 + 1
3 + 1

3 = 3
3 = 1.जारा मुी अजाून एक 

1
3, तरा 1 एककापेोक्षाा जाास्त मिमुळेीले! त्याामुुळेी 43 > 1.
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 हेे शोोधूनू कााढाा
1.	  7

2  मध्येे कि�तीी पूूर्णण एककेे आहेेत?

2.	  4
3  आणि� 7

3  मध्येे कि�तीी पूूर्णण एककेे आहेेत? 

मि�श्र संं ख्याा म्हणूून एकाापेक्षाा जाास्त अंंश लि�हि�णे
		     आपण पााहि�लेे कीी: 3

2  = 1 + 1
2 .

		  आपण इतर अपूूर्णांं�कहीी अशााच प्रकाारेे लि�हू शकतोो. उदााहरणाार्थथ	  		  4
3  = 

1
3  + 1

3  + 1
3  + 1

3  = 1 + 1
3 .

               		  3 × 1
3  = 1

 हेे  शोोधूनू कााढाा
1.	 प्रते्येक पुुढीील अपूूर्णांं�काात कि�तीी पूूर्णण एककेे आहेेत हेे शोोधाा:

a.  8
3  		  b.  11

5  		  c.  9
4  

आपण पहि�लेे कीी

	 8
3  = 2 + 2

3  

अपूूर्णांं�क               मि�श्र संंख्याा

2.	 1 पेेक्षाा मोोठेे सर्वव अपूूर्णांं�क अशाा मि�श्र संंख्यांं�च्याा रूपाात लि�हि�ताा येेताात काा?

मि�श्र संंख्याा किं�वाा मि�श्र अपूूर्णांं�क याामध्येे एक पूूर्णण संंख्याा (ज्याालाा पूूर्णण भााग म्हणताात) आणि� १ पेेक्षाा 
लहाान अपूूर्णांं�क (ज्याालााअपूूर्णांं�क भााग म्हणताात) असतोो. 

3.	 पुुढीील अपूूर्णांं�क मि�श्र अपूूर्णांं�कााच्याा रूपाात लि�हाा (उदाा., 9
2  = 4 1

2 ):

a.  9
2   	 b.  9

5   	 c.  21
19   	 d.  47

9   	 e.  12
11   	 f.  19

6  

गणि�त
बोोलणेे

म्हणूनू याा संंख्येलेाा 'दोोन आणि� दोोन तृृतीीयांं�श' असेेहीी 
म्हणताात. आम्हीी ते े2

2
3  म्हणूनू देेखीील लि�हि�तोो
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आपोणा मिमुश्र संख्येा (मिमुश्र अपूोणाा�क) 
साध्येा अपूोणाा�काच्याा रूंपोात लिलेहू 

शांकतो का?

�ो! मुलेा मिमुश्र संख्येा साध्येा 
अपूोणाा�काच्याा रूंपोात लिलेहि�ण्यााचा मुागव 

सापोडीलेा!

जायाा: जाेव्हाा मुा�ाकडेी 3+
3
4  आ�ेत, यााचा अर्थव 1 + 1 + 1 +

3
4 . मुलेा मुाहि�त आ� े

1 = 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 .

त्याामुुळेी मुलेा मिमुळीते

( 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 ) + ( 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 ) + ( 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 ) + ( 1
4 + 1

4

+ 1
4 ) = 15

4 .

म्हणाून, (4) ×
1
4 ) + (4 ×

1
4 ) + (4 ×

1
4 ) + (3 ×

1
4 ) =

15
4 .

 हेे  शोोधूनू कंढां

 पुोढीले मिमुश्र संख्येा अपूोणाा�काच्याा रूंपोात लिले�ा:
 a. 3 1

4   b. 7 2
3    c. 9 4

9   

d. 3 1
6   e. 2 3

11   f.  3 9
10

7.6 समातुेल्या अपूूर्णां �ंक 

समातुेल्या अपूूर्णां �ंक लं�बीी शोोधूण्यांसंठीी अपूूर्णां �ंक णिभा�ते वांपूरारे्णां!
मुागीले विवाभाागात, तुम्ही कागदीाची घेडीी करूंन विवाविवा� अपूोणाा�क अपूोणाा�क घेटाकांद्वाारेा दीशांवविवालेे. चलेा त्यााच 
कागदीाच्याा पोट्ट्यांांवारा आणाखी का�ी उपोक्रेमु करूंयाा.

गणिणात
बेोलेणाे
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तुुम्हीी कााय नि�रीीक्षण 
करताा?

•  1
2  आणि� 2

4  याा लांं�बीी समाान आहेेत काा?

•  2
4  आणि� 4

8  याा लांं�बीी समाान आहेेत काा?

    आपण असेे म्हणूू शकतोो कीी 1
2  = 2

4  = 4
8 .

1
2

2
4

4
8

1

हीी ‘समतुुल्य अपूूर्णांं�क’ आहेेत ज्याा समाान लांं�बीी दर्शशवताात, पण त्याा वेेगवेेगळ्याा अपूूर्णांं�क एककांं�मध्ये े
व्यक्त केेल्याा आहेेत.

आताा, काागदीी पट्ट्यांं�चाा वाापर करून 1
3  आणि� 2

6  हेे समतुुल्य अपूूर्णांं�क आहेेत काा तेे तपाासाा.

खाालीील चि�त्राात दि�ल्यााप्रमााणेे अशाा पट्ट्यांं�चाा वाापर करून तुुमचाा स्वतःःचाा अपूूर्णांं�क भिं�ंत तयाार कराा! 

 � अपूूर्णांं�क भिं�ंत पााहि�ल्याानंंतर खाालीील प्रश्नांं�चीी उत्तरेे द्याा:

1.	 1
2  आणि� 3

6  याा लांं�बीी समाान आहेेत काा? 

2.	  2
3  आणि� 4

6  हेे समतुुल्य अपूूर्णांं�क 

आहेेत काा? काा?

3.	� 12  लांं�बीीसााठीी 1
6  लांं�बीीचेे कि�तीी तुुकडेे 

लाागतीील?
4.	� 13  लांं�बीीसााठीी 1

6  लांं�बीीचेे कि�तीी 

तुुकडेे लाागतीील?

1 युनुि�ट

1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

1
4

2
4

3
4

4
4

1
3

2
3

3
3

1
2

2
2
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आपोणा �ी कल्पना वााढवाून अपूोणाा�क णिभांत 1
10  अपूोणाा�क याुविनटापोया�त तयाारा करूं शांकतो. (�ी अपूोणाा�क णिभांत 

पुोस्तकाच्याा शेांवाटाी हिदीलेी आ�े.) 

1 यावुिनटा
1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

1
10

2
10

3
10

4
10

5
10

6
10

7
10

8
10

9
10

10
10

2
9

3
9

4
9

5
9

6
9

7
9

8
9

9
9

2
8

3
8

4
8

5
8

6
8

7
8

8
8

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

1
7

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6

2
5

3
5

4
5

5
5

2
4

3
4

4
4

2
3

3
3

2
2

  हेे शोोधूनू कंढां
 1.  3

6 , 4
8 , 5

10   �े समुतुल्या अपूोणाा�क आ�ेत का? का?

 2.  2
6  साठाी दीोन समुतुल्या अंशां लिले�ा.

 3. 4
6 =  =  =  = ............ (शांक्या विततके लिले�ा)

समांन वांटपू वांपूरून समातुेल्या अपूूर्णां �ंक समाजनू घेरे्णां
चारा मुुलेांमुध्येे एक राोटाी समुानरिरात्याा वााटालेी गेलेी.

प्रते्याक मुुलेालेा संपूोणाव राोटाीचा कोणाता भााग मिमुळीालेा?
शेांजााराीले चिचत्रां राोटाीचे चारा मुुलेांमुध्येे विवाभाागलेे जााणाे दीशांववाते.
प्रते्याक मुुलेालेा मिमुळीालेेलेा राोटाीचा भााग 

1
4  आ�े.

चारा�ी भााग एकमेुकांसाराखे समुान 
असलेे पोाहि�जाेत!
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तुम्ही �े घेटानेलेा भाागाकारा, बेेराीजा आणिणा गुणााकारााच्याा स्वरूंपोात�ी व्यांक्त करूं शांकता.

भाागाकारा : 1 ÷ 4 =
1
4 .

बेेराीजा : 1=
1
4 +

1
4 +

1
4 +

1
4 .

गुणााकारा : 1 = 4 ×
1
4 .

 हेे शोोधूनू कंढां
1. तीन भााकऱ्याा चारा मुुलेांमुध्येे समुान वााटाल्याा. चिचत्रांात �ी विवाभाागणाी दीाखवाा आणिणा प्रते्याक मुुलेालेा 

हिकती मिमुळेीले याासाठाी अपूोणाा�क लिले�ा..
प्रते्याक मुुलेालेा मिमुळीणााऱ्याा भााकराीचा अपूोणाा�क:______.  
भाागाकारा: 
बेेराीजा: 
गुणााकारा:
तुमुचे चिचत्रां आणिणा उत्तरेा तुमुच्याा वागवमिमुत्रांांशांी तुलेना कराा!

2. २ भााकऱ्याा ४ मुुलेांमुध्येे समुान वााटाल्यााचे चिचत्रां काढा. तसेच, त्याासंबंेधि�त भाागाकारा, बेेराीजा, 
आणिणा गुणााकारा लिले�ा.

3. अविनले एका गटाात �ोता जिजार्थे 5 मुुलेांमुध्येे 2 केक समुान वााटालेे गेलेे �ोते. अविनलेलेा हिकती केक 
मिमुळीणाारा?

असे दीोन गटा एकत्रां ठेावालेे तरा? एक गटा जिजार्थ े
2 केक 5 मुुलेांमुध्येे समुान वााटालेे जाातात, तरा 
दीसुराा गटा पुोन्हाा 4 केक आणिणा 10 मुुलेांस� 

विवाभाागलेा जाातो.

आता मुा�ा गटाात10 मुुलंे असतीले तरा 
त्याांना अविनलेइतकाच केक मिमुळीावाा 
म्हणाून मुलेा हिकती केक लेागतीले?
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आपोणा खालेीले पोरिरा��तीत प्रते्याक मुुलेाचा वााटाा तपोासूयाा.
• 1 भााकराी २ मुुलेांमुध्येे समुान विवाभाागणाी केलेी जााते.
• 2 भााकऱ्याा ४ मुुलेांमुध्येे समुान विवाभाागणाी केलेी जााते. 
• 3 भााकऱ्याा ६ मुुलेांमुध्येे समुान विवाभाागणाी केलेी जााते.

चलेा, चिचत्रां काढूयाा आणिणा वााटूान घेेऊयाा! 

तुमुच्याा लेक्षाात आलंे का की प्रते्याक पोरिरा��तीत प्रते्याक मुुलेाचा वााटाा समुान आ�े? त्याामुुळेी आपोणा असं 

म्हणाू शांकतो की 1
2 =

2
4 =

3
6 .

म्हणाून, दीोन्हाी पोरिरा��तीमंुध्येे प्रते्याक मुुलेाचा वााटाा 
समुान आ�े!

म्हणाून
2
5 =

4
10 !

गट 1

गट 2

ज्याा अपुोणाा�कांमुध्येे भााग समुान असतो त्याांना ‘समुान अपुोणाा�क’ म्हणातात.

 1 भााकराी 2 समुान भाागांमुध्ये े
विवाभाागलेी गेलेी आ�े

2 भााकऱ्याा 4 समुान भाागांमुध्ये े
विवाभाागल्याा गेल्याा आ�ेत

3 भााकऱ्याा 6 समुान भाागांमुध्ये े
विवाभाागल्याा गेल्याा आ�ेत

1
2

1
2

2
4

2
4

2
4

2
4

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6

3
6
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म्हणाून, 1
2  , 2

4  आणिणा 3
6  �े सवाव समुान अपुोणाा�क आ�ेत.

1
2  समुतुल्या आणाखी का�ी अपुोणाा�क शांो�ा आणिणा ते खालेीले चौकटाीत लिले�ा:    

         

भााकऱ्याा खालेीले पोरिरा��तीमंुध्येे समुान भाागांमुध्येे विवाभाागा आणिणा प्रते्याक मुुलेाचा वााटाा लिले�ा. याा सवाव 
प्रकराणाांमुध्येे वााटेा समुान आ�ेत का? का?

 हेे  शोोधूनू कंढां

 �रावालेेलेे क्रेमुांक शांो�ा:

a.  5 ग्लाास जू्यास 4 मिमुत्रांांमुध्येे समुान वााटालेा जाातो तो 8 मिमुत्रांांमुध्येे समुान वााटूान 
घेेतलेेल्याा ____ ग्लाास ज्याूससाराखाच आ�े. 

 म्हणाून, 5
4 = 8  .

b.   3 विपोशांव्यांांमुध्येे समुान वााटालेेलेे 4 हिकगॅ्रॅ बेटााटेा �े ___ विपोशांव्यांांमुध्येे समुान 
वााटालेेल्याा 12 हिकगॅ्रॅ बेटााट्यांप्रमुाणाेच आ�े. म्हणाून, 4

3 =
12

2 भााकऱ्याा 3 मुुलेांमुध्ये े
समुान भाागांमुध्ये े

विवाभाागल्याा गेल्याा आ�ेत

4 भााकऱ्याा 6 मुुलेांमुध्ये े
समुान भाागांमुध्ये े

विवाभाागल्याा गेल्याा आ�ेत

6भााकऱ्याा 9 मुुलेांमुध्ये े
समुान भाागांमुध्ये े

विवाभाागल्याा गेल्याा आ�ेत

2
3

2
3

2
3

2
3  लेा 

4
6 चे सवाावत सा� ेरूंपो (simplest form) म्हणातात. � े

6
9  चे�ी सवाावत सा� ेरूंपो आ�.े

गणिणात
बेोलेणाे
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c.   7 पोोळ्याा 5 मुुलेांमुध्येे वााटाल्याास, ते ____ पोोळ्याा ____ मुुलेांमुध्येे वााटाण्याासाराखेच 
आ�े.

 म्हणाून  7
5 = .

कोणात्याा गटाात प्रते्याक मुुलेालेा जाास्त चिचक्काी मिमुळेीले?

2 मुुलेांमुध्येे 1 चिचक्काी वााटाल्याास हिकंवाा 8 मुुलेांमुध्येे 5 चिचक्क्याा वााटाल्याास.

मुुक्ता : तरा, आपोल्याालेा 1
2  आणिणा 5

8 याांची तुलेना कराावाी लेागेले. याापैोकी कोणाते अधि�क आ�े?

शांबेनमु: �ोया, आपोणा पोाहि�लेे आ�े की 1
2 = 4

8 ; आणिणा स्पष्टपोणाे 4
8 < 5

8 .  त्याामुुळेी, 8 मुुलेांमुध्येे 5 

चिचक्क्याा समुान वााटाल्याास त्याा मुुलेांना 2 मुुलेांमुध्येे 1 चिचक्काी वााटाल्याापेोक्षाा जाास्त चिचक्काी मिमुळेीले. दीसुऱ्याा 
गटाातीले मुुलेांना अधि�क चिचक्काी मिमुळेीले.

पुोढीले गटाांबेद्दले काया? कोणात्याा गटाात प्रते्याक मुुलेालेा जाास्त चिचक्काी मिमुळेीले?

2 मुुलेांमुध्येे 1 चिचक्काी वााटाल्याास हिकंवाा 7 मुुलेांमुध्येे 4 चिचक्क्याा वााटाल्याास.
शांबेनमु : याा वाेळीी कोणात्याा गटाातीले मुुलेांना अधि�क चिचक्काी मिमुळेीले? 

मुुक्ता : आपोल्याालेा 1
7  आणिणा 4

7  याांची तुलेना कराावाी लेागेले. 

आता
1 × 4
2 × 4 = 4

8  इतका 1
2 = 4

8 .

शांबेनमु : पोणा तू गणाक आणिणा भााजाक पुोन्हाा 4 ने का गुणााकारा केलेास?

मुुक्ता : र्थांबे, तुलेा लेगेच कळेीले!
जावे्हाा 7 मुुलेामंुध्ये े4 चिचक्क्याा समुान वााटाल्याा जाातात, तवे्हाा प्रते्याकालेा 4

7  चिचक्काी मिमुळेीले.
जावे्हाा 8 मुुलेामंुध्ये े4 चिचक्क्याा समुान वााटाल्याा जाातात, तवे्हाा प्रते्याकालेा4

8 चिचक्काी मिमुळेीले.
म्हणानू 47 >

4
8.
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 समुजाा, मुुलेाचंी संख्येा तीच ठेावालेी, पोणा विवाभाागल्याा जााणााऱ्याा एककाचंी संख्येा वााढवालेी, तरा प्रते्याक 

मुुलेाचा वााटाा कसा असेले? का?

तमुुच्याा विवाचारासराणाीने �े कसे स्पष्ट �ोत ेत ेचचाव कराा. 1
5 <

2
5 , 3

7 <
4
7 आणिणा 1

2 <
5
8 .

 आता ठारावाा की खालेीलेपोैकी कोणात्याा गटाामु�ीले प्रते्याक मुुलेालेा अधि�क वााटाा मिमुळेीले: 

1.   गट 1 :  3 ग्लाास उसाचा रास 4 मुुलेांमुध्येे समुप्रमुाणाात वााटालेा. 

गट 2 :  7 ग्लाास उसाचा रास 10 मुुलेांमुध्येे समुप्रमुाणाात वााटालेा. 

2.   गट 1 :  4 ग्लाास उसाचा रास 7 मुुलेांमुध्येे समुप्रमुाणाात वााटालेा. 

गट 2 :  5 ग्लाास उसाचा रास 7 मुुलेांमुध्येे समुप्रमुाणाात वााटालेा.

कोणात ेगटा तलुेनात्मकदृ�ा सोपेो �ोत?े का? 

शांबेनमु :पोहि�लेे दीोन गटा तुलेना कराण्याासाठाी, आपोल्याालेा  
3
4  आणिणा 7

10  याा अपूोणाा�कांचे समुतुल्या अपूोणाा�क शांो�ावाे लेागतीले.

मुुक्ता : कसे असेले?  6
8 =

3
4  आणिणा 21

30 =
7

10 ?

मुुलेांची संख्येा समुान असेले तरा तुलेना 
कराणंा सोपंो जाातं, ना�ी का? 

जारा वााटाल्याा जााणााऱ्याा एककाचंी संख्येा समुान असेले, 
पोणा ती एकके वााटाण्यााऱ्याा मुुलेाचंी संख्येा जाास्त 
असेले, तरा प्रते्याकालेा मिमुळीणााराा वााटाा कमुी �ोतो.

म्हणानू 47 > 4
8 आणिणा 48 = 1

2 त्याामुुळेी 47 > 1
2.

आता मुलेा समुजालेे की का त ूगणाक आणिणा भााजाक 4 ने 
का गुणााकारा केलेा.

गणिणात 
बेोलेणाे
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शांबेनमु:  एक अटा आ�े.दीोन्हाी अपोूणाा�कासंाठाी समुान अपोूणाा�क घेटाक (fractional unit) असावाा! जासे की  
2
6 आणिणा 36 याा दीोन्हाीमुध्ये ेसमुान अपोूणाा�क घेटाक 16 (म्हणाजा ेविवाभााजाक एकच आ�ते). पोणा 68 आणिणा 
21
30  मुध्ये ेसमुान अपोूणाा�क घेटाक ना�ी (त्यााचें विवाभााजाक वाेगवाेगळेी आ�ेत). 

मुुक्ता : ठाीक आ�े, मुग आपोणा समुतुल्या अपूोणाा�क बेनवाायालेा सुरुवाात करूंयाा: 

   34   =  68   =  9
12   =  12

16   =  15
20  … पोणा मुी क�ी र्थांबेू? 

शांबेनमु: समुजालंे! आपोणा 4 × 10 = 40 पोया�त जााऊयाा.

मुुक्ता :  म्हणाजाे दीोन विवाभााजाकांचे गुणााकारा?  

छेान वााटातंया!

  आपोल्यााकडेी 34  आणिणा  7
10 .  दीोन विवाभााजाकांचे (4 वा 10)गुणााकारा 40 आ�े.

  3
4 = 6

8 = 9
12 = 12

16 = 15
20 = 18

24 = … = 27
36 = 30

40 .
  7

10  = 14
20 = 21

30 = 28
40 .

पोणा लेक्षाात घ्याा की 
15
20 आणिणा 

14
20 मुध्येे�ी 

समुान विवाभााजाक �ोते! 

�ोया! आपोल्याालेा फक्त प्रते्याक 
अपूोणाा�कासाठाी समुान अपूोणाा�क घेटाक 

मिमुळीवाायाचा आ�े.

शांबेनमु:  तरा,  34  आणिणा 7
10  समुान अंशांात्मक एकक (समुान विवाभााजाक) आ�ेत  30

40   आणिणा  28
40 हिकंवाा 15

20

आणिणा 14
20 .

  जासे की स्पष्टपोणाे 30
40 >

28
40 , त्याामुुळेी 3

4 >
7

10  �े विन�षांव विनघेते.

विवाभााजाक 40 पोया�त जााऊयाा
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हिदीलेेल्याा अपूोणाा�कांच्याा जाोड्यांांसाठाी समुतुल्या अपूोणाा�क शांो�ा, ज्याामुुळेी अपूोणाा�कांचे एकक समुान 
राा�तीले.

a. 
7
2  आणिणा 

3
5 b. 

8
3  आणिणा 

5
6 c. 

3
4  आणिणा 

3
5 d. 

6
7  आणिणा 

8
5

e. 
9
4  आणिणा 

5
2 f. 

1
10  आणिणा 

2
9 g. 

8
3  आणिणा  

11
4 h. 

13
6  आणिणा 

1
9

अपूूर्णां �ंकंचेे लघु�मा रूपू (किक� वां �ंच्यां सवा णंते सो�ं रूपूंते) �� करारे्णां 
कोणात्याा�ी अपूोणाा�कात, जारा त्यााच्याा गणाक आणिणा विवाभााजाकास 1 वागळीता कोणाता�ी समुान घेटाक नसेले, 
अपूोणाा�क न्यूनतमु रूंपोात हिकंवाा त्यााच्याा सवाावत सोप्याा रूंपोात आ�े असे म्हणातात. दीसुऱ्याा शांब्दांांत, एखादीा 
अपूोणाा�क त्यााच्याा सवाावत सोप्याा रूंपोात आ�े असे म्हणातात, जारा त्यााचे गणाक आणिणा भााजाक शांक्या विततके 
ले�ान असेले.

कोणाता�ी अपूोणाा�क समुतुल्या अपूोणाा�क शांो�ून लेघेुत्तमु रूंपोात व्यांक्त कराता येातो, ज्यााचे गणाक आणिणा 
विवाभााजाक शांक्या विततके ले�ान आ�ेत. 

चलेा, अपूोणाा�क लेघेुत्तमु रूंपोात कसा व्यांक्त कराायाचा ते पोाहू. 
उदंहेरार्णां: 16

20  �ा अपूोणाा�क लेघेुत्तमु रूंपोात आ�े का? ना�ी, काराणा 16 आणिणा 20 याांचा 4 �ा सामुान्य 

गुणाक आ�े. आपोणा 16
20 याा अपूोणाा�कालेा त्यााच्याा लेघेुत्तमु रूंपोात कमुी करूंयाा 

आपोल्याालेा मुाहि�त आ�े की 16 (गणाक) आणिणा 20 (विवाभााजाक) �े दीोघेे�ी 4 ने भाागलेे जाातात 
म्हणाून 16 ÷ 4

20 ÷ 4 =
4
5.     

आता, 4 ते 5 दीरा�ान कोणाता�ी सामुान्य घेटाक ना�ी. म्हणाून, 16
20  चे लेघेुत्तमु रूंपो 45. म्हणानूच, 45  याालेा 

सवाावत सोपोा प्रकारा म्हटालेे जाात े 16
20 , काराणा 4 आणिणा 5 मुध्ये े1 व्यांवितरिराक्त कोणाता�ी सामुान्य घेटाक ना�ी.

कोणात्याा�ी अपूोणाा�कचे रूंपोांतरा त्यााच्याा लेघेुत्तमु रूंपोात 
बेदीलेता येाते, जारा आपोणा त्याांच्याातीले सवा�� सामुान्य 
घेटाकाने (HCF-मुसाविवा)  गणाक आणिणा विवाभााजाक 

दीोन्हाी विवाभााजिजात केलेे.
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एखादीा अपूोणाा�क लेघेुत्तमु रूंपोात टा�प्यााटा�प्यााने देीखीले व्यांक्त कराता येातो. 
समुजाा, आपोल्याालेा 36

60  लेघेुत्तमु रूंपोात व्यांक्त कराायाचा आ�े.

प्रर्थमु, आपोणा पोा�तो की अंशां आणिणा छेेदी दीोन्हाी समु संख्येा आ�ेत, त्याामुुळेी त्याांना 2 ने भाागून मिमुळीते: 36
60

=  18
30 .

गणाक आणिणा विवाभााजाक दीोन्हाी पुोन्हाा 2 ने भाागून मिमुळीते  18
30 =

9
15 . 

आता आपोल्याा लेक्षाात आलेे आ�े की 9 आणिणा 15 �े दीोन्हाी 3 चे गुणाक आ�ेत, म्हणाून 3 ने भाागून 
मिमुळीते:

  9
15 =

3
5 . 

आता, 3 आणिणा 5 मुध्येे 1 व्यांवितरिराक्त कोणाता�ी सामुान्य घेटाक ना�ी, म्हणाून,  36
60  चे लेघेुत्तमु रूंपो 3

5

आ�े.
पोयाावयााने, आपोणा �े लेक्षाात घेेऊ शांकलेो असतो की 36

60  , दीोन्हाी गणाक आणिणा विवाभााजाक �े 12 चे गुणाक 
आ�ेत : आपोणा पोा�तो की 36 = 3 × 12 आणिणा 
60 = 5 × 12. त्याामुुळेी आपोणा असा विन�षांव काढू शांकलेो असतो की,  36

60 =
3
5 र्थटेा मिमुळीत.े

कोणाती�ी पोद्धत वाापोरालेी तराी उत्तरा साराखेच मिमुळीते! पोणा क�ी क�ी टा�प्यााटा�प्यााने जााणाे सोपेो असते.

 हेे  शोोधूनू कंढां
खालेीले अपूोणाा�क लेघेुत्तमु रूंपोात व्यांक्त कराा:
 a.  17

51    b.  64
144    e.  126

147    d.  525
112

7.7 अपूूर्णां �ंकं�चेी तुेलनं:
4
5  हिकंवाा 79  याापैोकी कोणाता मुोठाा आ�े? अशांा प्रकाराच्याा दीोन अपूोणाा�कांची र्थेटा तुलेना कराणाे कठाीणा असते.

मुात्रां, समुान छेेदी असलेेल्याा समुतुल्या अपूोणाा�क शांो�ण्यााची पोद्धत आपोणा जााणातो. चलेा पोाहूयाा की आपोणा 
ती कशांी वाापोरूं शांकतो:
4
5  =  

4×9
5×9 = 36

45
45 �ा 5 आणिणा 9 चा सामुान्य 

गुणाांक आ�े, म्हणाून आपोणा 45 
सामुान्य भााजाक म्हणाून वाापोरूं 

शांकतो.
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 7
9  =  

7×5
8×5  = 35

45 .

स्पष्टपणेे,  36
45  > 35

45  

म्हणूून 45  > 7
9 !

आपण दुसुऱ्याा  जोोडीीसााठीी हेे प्रयत्न करूयाा: 79  आणि� 17
21 .

63 हाा 9 आणि� 21 चाा साामाान्य गुुणांं�क आहेे. मग आपण लि�हू शकतोो:

 7
9 = 

7×7
9×7 =  49

63  ,  17
21  = 

17×3
21×3  = 51

63 .

स्पष्टपणेे,  49
63  < 51

63  . इतकाा 79  < 17
21 !

थोोडक्याात सांं�गूूयाा!

दोोन किं�वाा अधि�क अपूूर्णांं�कांं�च्याा आकाारााचीी तुुलनाा करण्यााचीी पद्धत:
पाायरीी 1: दि�लेेलेे अपूूर्णांं�क समतुुल्य अपूूर्णांं�कांं�मध्येे बदलाा जेेणेेकरून तेे सर्वव समाान छेेद किं�वाा समाान 
अपूूर्णांं�क एककांं�मध्येे व्यक्त होोतीील.

पाायरीी 2: आताा, समतुुल्य अपूूर्णांं�कांं�चीी तुुलनाा छेेदकांं�द्वाारेे कराा, म्हणजेेच प्रते्येकााकडेे असलेेल्याा अपूूर्णांं�क 

एककांं�चीी संंख्याा तपाासाा.

 हेे  शोोधूनू कााढाा

	� 1. खाालीील अपूूर्णांं�कांं�चीी तुुलनाा कराा आणि� आपल्याा उत्तरांं�चे समर्थथन कराा:

a.  83 ,  52 b.  49 ,  37 c.  7
10  ,  9

14  

d.  12
5 ,   85 e.  94 ,  52 

	 २. चढत्याा क्रमाानेे खाालीील अपूूर्णांं�क लि�हाा. 

	 	 a.  7
10  , 11

15  ,  25  			  b. 19
24  ,  56  , 7

12  
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 ३. खालेीले अपूोणाा�क उतरात्याा क्रेमुाने लिले�ा.

  a.  25
16 ,  78 , 13

4 , 17
32    b. 34  ,  12

5 ,  7
12 ,  54

7.8 अपूूर्णां �ंकं�चेी बेीराीज आणिर्णां वाजंबींकी 

मुीनाच्याा वाहिडीलेांनी का�ी चिचक्काी बेनवालेी. मुीनाने त्याातीले 1/2 भााग खाल्ला 
आणिणा वितच्याा ले�ान भाावााने 1/4 भााग खाल्ला.

मुग मुीनाने आणिणा वितच्याा भाावााने एकत्रां हिकती चिचक्काी खाल्ली? 

आपोणा �े उत्तरा समुजाून घेेण्याासाठाी यााचा दृष्टांत करूंयाा.
एका चिचक्काीचा तुकडीा घेेऊन तो आ�ी दीोन समुान भाागांमुध्येे विवाभाागूयाा.

मुीनाने याातीले 1
2  भााग खाल्ला, � े

चिचत्रांात दीाखवाल्यााप्रमुाणाे हिदीसते.

आता उरालेेलेा अ�ाव भााग पुोन्हाा दीोन समुान भाागांमुध्येे विवाभाागूयाा, जासे की दीाखवालेे आ�े.
याा प्रते्याक तुकड्यांाचा भााग �ा संपूोणाव चिचक्काीच्याा 14  इतका आ�े..

मुीनाच्याा भाावााने संपूोणाव चिचक्काीपैोकी 
1
4 भााग खाल्ला, �े चिचत्रांात 

दीाखवाल्यााप्रमुाणाे हिदीसते.

म्हणाून, एकूणा खाले्ललेी चिचक्काी 12 (मुीना) आणिणा 14  (वितच्याा भाावााने)

 एकूणा खाले्ललेी चिचक्काी 
   = 12  + 14

= 1
4 + 1

4 + 1
4

मुीनाने खाले्ल.

मुीनाने खाले्ल.

भाावााने खाले्ल..

संपूोणाव चिचक्काी खाले्ल
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	   = 3 × 1
4 = 3

4.    

एकूूण कि�तीी चि�क्कीी शि�ल्लक आहेे? 

समाान अपूूर्णां �ंक घटक किं�ं वाा छेेद असलेेल्याा अपूूर्णां �ंकांं�चीी बेेरीीज

उदााहरण:  25  आणि� 15  यांं�चीी बेेरीीज शोोधाा. 

आम्हीी दोोन्हीी अपूूर्णांं�कांं�नाा आयतााकृृतीी पट्ट्यांं�द्वाारेे दर्शशवूू. दोोन्हीी अपूूर्णांं�कांं�मध्येे अपूूर्णांं�क घटक 1
5   समाान 

आहेे, त्याामुुळेे प्रते्येक पट्टाा 5 समाान भाागांं�मध्येे वि�भाागलाा जााईल.म्हणूून, 25   असेे दर्शशवि�लेे जााईल —

आणि� 15   असेे दर्शशवि�लेे जााईल -

दोोन दि�लेेल्याा अपूूर्णांं�कांं�चीी बेेरीीज करणेे म्हणजे एकूूण साावलीी असलेेल्याा भाागांं�चीी संंख्याा शोोधणेे, 
ज्याापैैकीी प्रते्येक भााग 15  याा समाान अपूूर्णांं�क घटकााचेे प्रति�नि�धि�त्व करतोो. 

याा प्रकरणाात, छाायांं�कि�त भाागांं�चीी एकूूण संंख्याा 3 आहेे. काारण, प्रते्येक छाायांं�कि�त भााग 1
5  याा समाान 

अपूूर्णांं�क घटकााचेे प्रति�नि�धि�त्व करतोो. 3 छाायांं�कि�त भााग एकत्रि�तपणेे  35  हाा अपूूर्णांं�क दर्शशवताात

 म्हणूून	25  + 15  = 35?

उदााहरण:   47   आणि�  67  यांं�चीी बेेरीीज शोोधाा.

चलाा, दोोन्हीी अपूूर्णांं�क पुुन्हाा आयतााकृृतीी पट्टीी मॉॉडेेलद्वाारेे दर्शशवूयूाा. येेथे ेदोोन्हीी अपूूर्णांं�कांं�मध्ये ेअपूूर्णांं�क घटक 
समाान आहेे, म्हणजेचे . 1

7 ,  त्याामुुळेे प्रते्येक पट्टीीलाा 7 समभाागांं�मध्ये ेवि�भाागलेे जााईल.
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नंतरा 47  असे प्रवितविनधि�त्व केलेे जााईले -

आणिणा 67  असे प्रवितविनधि�त्व केलेे जााईले -

याा प्रकराणाात, एकूणा रंागीत भााग 10 आ�ेत आणिणा प्रते्याक 
रंागीत भााग 17 , याा अपूोणाा�क घेटाकाचे प्रवितविनधि�त्व करातो, त्याामुुळेी 
10 रंागीत भााग एकत्रां 10

7    याा अपूोणाा�काचे प्रवितविनधि�त्व करातात, 

जाे येार्थे हिदीसत आ�े..

   

   म्हणाून 
4
7 +

6
7 =

10
7

                                                  = 1 + 3
7

                                                  = 1 3
7.

   

  संख्येा रेाषेांचा वाापोरा करूंन 47 +
6
7 मिमुळीवाा.. तमु्हालेा तचे उत्तरा मिमुळीत ेका?

तिवातिवाधू अपूूर्णां �ंक घटक किक� वां छेेद असलेल्यां अपूूर्णां �ंकं�चेी बेीराीज
उदंहेरार्णां:   14   आणिणा  13  याांची बेेराीजा शांो�ा.

समुान अपूोणाा�क घेटाक असलेेल्याा 
अपूोणाा�कांची बेेराीजा कराताना, प्रते्याक 

अपूोणाा�कातीले अपूोणाा�क घेटाकांची संख्येा 
फक्त एकत्रां जाोडीा.
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वेगेळ्याा अपूरू्णांं�क घटक असलेेल्याा अपूरू्णांं�कांं�चीी बेरेीीज करण्याासााठीी, प्रथम दोोन्हीी अपूरू्णांं�क समाान छेेद किं�वाा 
अपूरू्णांं�क घटक असलेेल्याा समतुलु्य अपूरू्णांं�कांं�मध्ये े रूपांं�तरि�त कराा. याा प्रकरणाात, समाान छेेद  
3 × 4 = 12  केेलाा जााऊ शकतोो, म्हणजेच आपण दोोन्हीी अपूरू्णांं�कांं�नाा 1

12  याा अपूरू्णांं�क घटकाात रूपांं�तरि�त करू 

शकतोो.
प्रते्येक दि�लेेल्याा अपूूर्णांं�काासााठीी समतुुल्य अपूूर्णांं�क लि�हूयाा.

1
4  = 1 × 3

4 × 3  = 3
12 , 1

3  = 1 × 4
3 × 4  = 4

12 .

आताा 3
12   आणि� 4

12  समाान अपूरू्णांं�क एकक आहेे, उदाा. 1
12 .

म्हणूून 1
4  + 1

3  = 3
12  + 4

12  = 7
12 .

हीी बेेरीीज करण्यााचीी पद्धत, जीी कोोणत्यााहीी संंख्येेच्याा अपूूर्णांं�कांं�सााठीी काार्यय करतेे, प्रथम ब्रह्मगुुप्त यांं�नीी 
इ.स. 628 मध्येे स्पष्टपणेे वर्णणन केेलीी होोतीी! याा प्रकरणाात, आपण पुुढीील वि�भाागाात अपूूर्णांं�कांं�च्याा 
वि�काासााचाा इति�हाास अधि�क तपशीीलवाारपणेे वर्णणन करू. आत्ताासााठीी, आपण फक्त अपूूर्णांं�कांं�चीी बेेरीीज 
करण्याासााठीी ब्रह्मगुुप्त यांं�चीी पद्धत संंक्षेेपाात मांं�डू.

अपूूर्णां �ंकांं�चीी बेेरीीज करण्याासााठीी ब्रह्मगुुप्त यांं�चीी पद्धत 

1.	 समाान अपूूर्णांं�क घटक असलेेलेे समतुुल्य अपूूर्णांं�क शोोधाा. हेे वि�भााजकांं�चे साामाान्य गुुणक (उदाा., 
वि�भााजकांं�चे उत्पाादन किं�वाा वि�भााजकांं�चे सर्वाा�त लहाान साामाान्य गुुणक) शोोधूून केेलेे जााऊ शकतेे. 

2.	 समाान अपूूर्णांं�क घटक असलेेल्याा समतुुल्य अपूूर्णांं�कांं�चीी बेेरीीज कराा. हेे प्रगणक जोोडूून आणि� तेेच 
भााजक ठेेवूून केेलेे जााऊ शकतेे. 

3.	 गरज असल्याास उत्तर लघुत्तम स्वरूपाात मांं�डून घ्याा.
आताा आपण ब्रह्मगुुप्त यांं�च्याा पद्धतीीनुुसाार आणखीी एक उदााहरण सोोडवूूयाा. 

उदााहरण:  23 आणि� 15 यांं�चीी बेेरीीज कराा.

दि�लेेल्याा अपूूर्णांं�कांं�चे छेेद 3 आणि� 5 आहेेत. 3 आणि� 5 चाा लघुुत्तम समाापवर्ततक (LCM) 15 आहेे. मग 
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आपण हेे समतुुल्य अपूूर्णांं�कांं�मध्येे रूपांं�तरि�त करूयाा:
2
3 = 2 × 5

3 × 5  = 10
15 , 1

5 = 1 × 3
5 × 3  = 3

15 .

म्हणूून  2
3  + 1

5  = 10
15  + 3

15  = 13
15 .

उदााहरण:  1
6  आणि� 1

3  यांं�चीी बेेरीीज कराा.

6 आणि� 3 चाा सर्वाा�त लहाान साामाान्य गुुणांं�क 6 आहेे. 
म्हणूून, 1

6  हाा अपूूर्णांं�क तसााच रााहीील.
1
3  = 1 × 2

3 × 2  = 2
6  

म्हणूून 1
6  + 1

3  = 1
6  + 2

6  = 3
6 .

आताा 3
6  लाा लघुुत्तम स्वरूपाात व्यक्त करूयाा.

3
6  = 3 ÷ 3

6 ÷ 3  = 1
2 .

म्हणूून 1
6  + 1

3  = 1
2 .

 हेे  शोोधूनू कााढाा

1.	 ब्रह्मगुुप्तााचीी पद्धत वाापरून खाालीील अपूूर्णांं�क जोोडाा:

a. 2
7 + 57 + 67 	 b. 3

4 + 13 	 c. 2
3 + 56	 d. 2

3 + 27 	 e. 3
4 + 13 + 15 

f. 2
3 + 45		  g. 4

5 + 23 	 h. 3
5 + 58 	  i. 9

2 + 54 	  j. 8
3 + 27  

k. 3
4 + 13 + 15 	 l. 2

3 + 45 + 37 	m. 9
2 + 54 + 76

2.	 रााहि�मनेे 2
3 लि�टर पि�वळाा रंंग 3

4 लि�टर नि�ळाा रंंग मि�सळूून हि�रवाा रंंग बनवाा. त्याानेे बनवलेेल्याा 
हि�रव्याा रंंगााचेे प्रमााण कि�तीी आहेे?
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3. गीताने  25 मुीटारा फीती आणिणा शांमुीमुने 34 मुीटारा फीती विवाकत घेेतलेी.टेाबेले�ॉर्थचा पोरिराघे 1 मुीटारा 

आ�े. त्याांनी मिमुळूीन हिकती फीती विवाकत घेेतलेी? �ी फीती संपूोणाव पोरिराघे झााकण्याासाठाी पुोरेाशांी आ� े
का?

समांन अपूूर्णां �ंक घटक किक� वां छेेद असलेल्यां अपूूर्णां �ंकं�चेी वाजंबींकी

ब्रह्मगुप्ताची पोद्धत अपूोणाा�कांची वाजााबेाकी कराताना देीखीले लेागू �ोते!  
चलेा, 67 मु�ून 47, वाजाा कराण्यााच्याा उदीा�राणााने सुरुवाात करूं, म्हणाजाेच 67 – 47 हिकती आ�े?

�े सोडीवाण्याासाठाी आपोणा पुोन्हाा आयात पोट्ट्यांांचा वाापोरा करूं शांकतो.
याा दीोन्हाी अपूोणाा�कांमुध्येे अपूोणाा�क घेटाक समुान आ�े, म्हणाजाेच 1

7. आ�ी मुोठ्याा अपूोणाा�काचे आयात 
पोट्ट्यांामुध्येे चिचत्रांांकन करूं: 

6
7

प्रते्याक छेायाांहिकत भााग 1
7  दीशांवविवातो. आता, आपोल्याालेा 4

7  वाजाा कराायाचे आ�े.

�े कराण्याासाठाी, चलेा रंागीत केलेेलेे 4 भााग काढून टााकू:

आपोणा �े र्थेटा येार्थे करूं शांकतो काराणा 
दीोन्हाी अपूोणाा�कांचे अपूोणाा�क घेटाक 

साराखे आ�ेत.

काढून टााकायाचे अपूोणाा�क 
भााग. 
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तर, आपल्यााकडेे 2 छाायांं�कि�त भााग शि�ल्लक आहेेत, उदाा. 67 – 47 = 27.

हीीच क्रि�याा संंख्याा रेेषेेचाा वाापर करून करून पााहाा.

 हेे  शोोधूनू कााढाा
	 1.	 5

8 – 3
8 		  2.	 7

9 – 5
9  		  3.	  10

27  – 1
27

अपूूर्णां �ंकांं�चेे वेेगवेेगळेे अपूूर्णां �ंक घटक किं�ं वाा हरकांं�सह वजााबााकीी
उदााहरण:   34 – 23 कि�तीी आहेे?

आम्हाालाा याापूूर्वीी समाान अपूूर्णांं�क घटक असलेेल्याा अपूूर्णांं�कांं�चीी वजााबााकीी करण्यााचीी पद्धत मााहीीत आहेे, 
त्याामुुळेे  प्रते्येक अपूूर्णांं�काालाा समाान अपूूर्णांं�क घटक असलेेल्याा समतुुल्य अपूूर्णांं�कांं�मध्येे रूपांं�तरि�त करू याा.

3
4 = (3×3)

(4×3)  = 9
12

होोय! असेे करून आपण सहजपणे दोोन 

अपूूर्णांं�कांं�चीी वजााबााकीी करू शकतोो.

वि�चाार कराा! आपण गणक आणि� भााजक याा 

दोोघांं�नाा 3 नेे गुुणााकाार करणेे काा नि�वडलेे?

पुुन्हाा! आपण येेथेे गणक आणि� भााजक याा दोोहोंं�ना ा 

4 नेे गुुणााकाार करणेे काा नि�वडलेे?

आणि� त्यााचप्रमााणेे, 
2
3  = (2×4)

(3×4)  = 8
12 .

म्हणूून 34 – 23  = 9
12  – 8

12  = 1
12 .

ब्रह्मगुुप्तााचीी दोोन अपूूर्णां �ंक वजाा करण्यााचीी पद्धत  -
1.	�दि� लेेल्याा अपूूर्णांं�कांं�नाा समाान अपूूर्णांं�क घटकांं�सह, म्हणजेच समाान हर असलेेल्याा समतुुल्य 

अपूूर्णांं�कांं�मध्येे रूपांं�तरि�त कराा. 
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2.	� समाान अपूूर्णांं�क घटक असलेेल्याा अपूूर्णांं�कांं�चे वजााबााकीी कराा. हेे अंंश वजाा करून आणि� हर तसााच 
ठेेवूून करताा येेतेे.

3.      आवश्यक असल्याास परि�णाामीी अपूूर्णांं�कााचेे लघुुत्तम रूपाात रूपांं�तर कराा.

 तेे शोोधूनू कााढाा

1.	 ब्रह्मगुुप्त यांं�च्याा पद्धतीीनेे खाालीील वजााबााकीी कराा.  

a. 8
15  – 3

15 	 		  b. 2
5  – 4

15 		   c. 56 – 49	   	 d. 23 – 12

2.	 सूूचि�त केेल्यााप्रमााणेे वजाा कराा:

a. 13
4  मधूून  10

3 		  b. 18
5  मधूून  23

3  	 c. 29
7 मधूून  45

7

3.	 खाालीील प्रश्न सोोडवाा:

		  a.	�ज याा ति�च्याा घराापाासूून शााळेेत जााण्याासााठीी 7
10  कि�मीी अंंतर पाार करतेे. तीी रोोज ति�च्याा 

घराापाासूून 1
2 कि�मीी अंंतर रि�क्षाानेे जाातेे आणि� उर्ववरि�त अंंतर चाालत जाातेे. शााळेेत 

पोोहोोचण्याासााठीी तीी रोोज कि�तीी अंंतर चाालतेे?   

		  b. 	�जी ीवि�काा उद्याानााचीी एक पूूर्णण फेेरीी माारण्याासााठीी 10
3  मि�नि�टे घेेतेे आणि� ति�चीी मैैत्रीीण 

नमि�त 13
4 मि�नि�टे घेेतेे. कोोणाालाा कमीी वेेळ लाागतोो आणि� कि�तीी?

7.9 थोोडाा इति�हाास

प्रााचीीन भाारताात अपूूर्णांं�काालाा कााय म्हटलेे जाात असेे हेे तुुम्हाालाा मााहि�त आहेे काा?  त्यांं�नाा संंसृ्कृतमध्ये े

अपूूर्णांं�क म्हणत,ज्यााचाा अर्थथ 'तुुटलेेलाा' असाा होोतोो. असेेहीी म्हटलेे जाात होोतेे भाागाा किं�वाा अंंशाा म्हणजे े

'भााग' किं�वाा 'तुुकडाा'. 

आज आपण ज्याा पद्धतीीनेे भि�न्न लि�हि�तोो, तीी पद्धत भाारताातूून सुुरू झाालीी. प्रााचीीन भाारतीीय गणि�तीीय 

गं्रंथांं�मध्येे, जसे कीी बक्षाालीी हस्तलि�खि�त (इ.स. 300 च्याा सुुमााराास), अपूूर्णांं�क 1/2 लि�हाायचेे असेे, जेे आज 
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आपण वाापरत असलेेल्याा पद्धतीीसाारखेेच आहेे! हीी पद्धत पुुढीील कााहीी शतकांं�पर्यंंत भाारताात वाापरलीी जाात 

होोतीी, ज्याामध्येे आर्ययभट्ट (इ.स. 499), ब्रह्मगुुप्त (इ.स. 628, श्रीीधरााचाार्यय (इ.स. 750 च्याा सुुमााराास) 

आणि� मााहाावीीरााचाार्यय (इ.स. 850 च्याा सुुमााराास) यांं�चाा समाावेेश होोताा. गणक आणि� वि�भााजक यांं�च्याातीील 

असलेेल्याा रेेषेेचीी संंकल्पनाा'12’ मोोरोोक्कोोतीील गणि�तज्ञ अल-हस्साार (इ.स.  12 वेे शतक) यांं�नीी मांं�डलीी. 

पुुढीील कााहीी शतकांं�त हीी पद्धत युुरोोपमध्येे आणि� नंंतर संंपूूर्णण जगभर पसरलीी.

प्रााचीीन इजि�प्शि��यन आणि� बॅॅबि�लोोनि�यन संंसृ्कृतींं�सा ारख्याा इतर संंसृ्कृतींं�म ध्येेहीी अपूूर्णांं�क चाा वाापर केेलाा 

गेेलाा होोताा, परंतुु त्यांं�नीी प्राामुुख्याानेे केेवळ अंंशाात्मक एककेे वाापरलीी होोतीी, म्हणजे गणनेेत 1 असलेेलेे 

अपूूर्णांं�क. अधि�क साामाान्य अपूूर्णांं�क अंंशाात्मक एककांं�चे प्रमााण म्हणूून व्यक्त केेलेे गेेलेे, ज्याालाा आताा 

'इजि�प्शि��यन अपूूर्णांं�क' म्हणताात. अंंशाात्मक बेेरीीज म्हणूून आकडेे लि�हि�णेे युुनि�ट््स, उदाा., 19
24  = 1

2 + 1
6 

+ 18, एक कलाा असूू शकतेे आणि� सुंं�दर  कोोडीी बनवते. अशााच एकाा कोोड्यााचाा आपण खाालीी वि�चाार करू. 

साामाान्य अंंश (जि�थे गणक 1 असणेे आवश्यक नााहीी) सर्ववप्रथम भाारताात आणलेे गेेलेे, बेेरीीज, 

वजााबााकीी, गुुणााकाार आणि� अगदीी अंंशांं�चीी वि�भाागणीी याासाारख्याा अंंकगणि�तीीय क्रि�यांं�चे त्यांं�चे नि�यम. 

वैैदि�क कााळाातहीी भाारतीीयांं�नीी अंंशांं�सह काामकााजााचेे नि�यम शोोधूून कााढलेे होोतेे, असेे 'सुुलभसूूत्रेे' याा प्रााचीीन 

भाारतीीय गं्रंथांं�वरून दि�सून येेतेे. अंंशांं�सह काार्यय आणि� संंगणन करण्याासााठीी साामाान्य नि�यम आणि� काार्ययपद्धतीी 

प्रथम ब्रह्मगुुप्ताानेे औपचाारि�क आणि� आधुुनि�क स्वरूपाात संंहि�तााबद्ध केेल्याा. 

ब्रह्मगुुप्तााच्याा अंंशांं�बरोोबर कााम करण्यााच्याा आणि� संंगणन करण्यााच्याा पद्धतीी आजहीी आपण वाापरत 

आहोोत. उदााहरणाार्थथ, ब्रह्मगुुप्ताानेे पूूर्णांं�क कसेे जोोडाावेेत आणि� वजाा कसेे कराावेे यााचेे वर्णणन खाालीीलप्रमााणे े

केेलेे आहेे.

"गणक आणि� प्रते्येक अंंशााचेे वि�भााजक इतर वि�भााजकांं�नीी गुुणााकाार केेल्याानेे अंंश साामाान्य वि�भााजकाात 

कमीी होोताात. मग, जोोडणीी झााल्याास, गणक (वरीील कपाातीीनंंतर प्रााप्त) जोोडलेे जााताात. वजााबााकीी च्याा 

बााबतीीत त्यांं�चाा फरक घेेतलाा जाातोो. (ब्रह्मगुुप्त, ब्रह्मगुुप्त)हृतसि�द्धाान्त, श्लोोक १२.२, इ.स. ६२८)
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अंंशांं�चाा समाावेेश असलेेल्याा भाारतीीय संंकल्पनाा आणि� पद्धतीी पुुढीील कााहीी शतकांं�मध्येे अरबांं�च्याा 

मााध्यमाातूून युुरोोपाात प्रसाारि�त झााल्याा आणि� १७ व्याा शतकााच्याा आसपाास युुरोोपमध्येे त्याा साामाान्य वाापराात 

आल्याा आणि� नंंतर जगभर पसरल्याा.

 कोोडेे!
	�जर  कोोणीी समाान अंंशाात्मक एकक वाापरत असेेल तर योोग 1 मि�ळवि�ण्याासााठीी अंंशाात्मक एककेे 

जोोडणेे सोोपेे आहेे, उदााहरणाार्थथ, 

	 1
2 + 12 = 1,  13 + 13 + 13 = 1,  14 + 14 + 14 + 14 = १ वगैरेे. 

	�	  तथाापि�, आपण 1 मि�ळवि�ण्याासााठीी सर्वव अपूूर्णांं�क असलेेल्याा अंंशाात्मक एककेे जोोडण्यााचाा माार्गग 

वि�चाार करू शकताा?

	�	  1 मि�ळवि�ण्याासााठीी दोोन भि�न्न अंंशाात्मक एककेे जोोडणेे शक्य नााहीी. यााचेे काारण असेे आहेे कीी 12 

सर्वाा�त मोोठेे अंंशाात्मक एकक आहेे, आणि� 12 + 12 = 1. 

	�	वे  ेगवेेगळेे अंंशाात्मक एकक मि�ळवि�ण्याासााठीी, आपल्याालाा कमीीतकमीी एक तरीी बदलाावेे 

लाागेेल 1
2कााहीी लहाान अंंशाात्मक एककाासह आहेे - परंतुु नंंतर योोग 1 पेेक्षाा कमीी असेेल! 

त्याामुुळेे दोोन वेेगवेेगळ्याा अंंशाात्मक एककांं�नाा 1पर्यंंत जोोडणेे शक्य होोत नााहीी. 

	�	  त्यााऐवजीी आपण तीीन वेेगवेेगळ्याा अंंशाात्मक एककांं�चीी बेेरीीज म्हणूून 1 लि�हि�ण्यााचाा 

माार्गग शोोधण्यााचाा प्रयत्न करू शकतोो. 

	 1. आपल्याालाा 1 पर्यंंत जोोडणाारेे तीीन भि�न्न अंंशाात्मक एकक साापडतीील काा? 

	   �याा समसे्येवर एकच उपााय आहेे (3 अंंशांं�चाा क्रम बदलण्याापर्यंंत)! तुुम्हाालाा तेे साापडेल काा? पुुढेे 

वााचण्याापूूर्वीी तेे शोोधण्यााचाा प्रयत्न कराा. 

याावर उपााय शोोधण्यााचाा एक पद्धतशीीर माार्गग येेथेे आहेे. आम्हाालाा मााहि�त आहेे कीी  
1
3 + 13 + 13 = 1.अपूूर्णांं�क एकक वेेगळेे होोण्याासााठीी, आपल्याालाा कमीीतकमीी एक वााढवाावेे लाागेेल 13आणि� 

दुसुर्् याापैैकीी कमीीतकमीी एक कमीी कराा 13त्याा वााढीीचीी भरपााई कराायचीी आहेे.  वााढण्यााचाा एकमेेव माार्गग 13 

दुसुर्् याा अंंशाात्मक एककाालाा बदलणेे म्हणजेे त्यााचीी जाागाा घेेणेे 1
2. इतकाा 1

2 अंंशाात्मक एककांं�पैैकीी एक 

प्रयत्न करून 
पहाा
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असणेे आवश्यक आहेे.

आताा 12 + 14 + 14 = 1. अपूूर्णांं�क एकक वेेगळेे होोण्याासााठीी, आपल्याालाा एक वााढवाावेे लाागेेल 14आणि� 

दुसुर्् याालाा कमीी कराा 
1
4 त्याा वााढीीचीी भरपााई करण्याासााठीी. आताा वााढवण्यााचाा एकमेेव माार्गग 1

4 दुसुर्याा� 

अंंशाात्मक एककाासााठीी, जेे त्याापेेक्षाा वेेगळेे आहेे 1
2, त्यााचीी जाागाा घ्याायचीी आहेे 1

3. तर त्याातीील दोोन अंंश 

असणेे आवश्यक आहेे 12 आणि� 13! मग ति�सराा अंंश कोोणताा असाावाा, जेेणेेकरून तीीन अंंश १ पर्यंंत जोोडलेे 

जाातीील?

याावरून वरीील समसे्येवर एकच उपााय काा आहेे हेे स्पष्ट होोतेे. 

1
2 + 

1
3 + 

1
6  = 1

जर आपण चाार भि�न्न अंंशाात्मक एककेे शोोधलीी तर कााय होोईल जेे तेे १?

	 2. आपल्याालाा 1 पर्यंंत जोोडणाारीी चाार भि�न्न अंंशाात्मक एककेे साापडतीील काा? 

	   �याा समसे्येवर सहाा उपााय असल्यााचेे समोोर आलेे आहेे! आपल्याालाा त्याापैैकीी 
कमीीतकमीी एक साापडेल काा? तुुम्हाालाा तेे सर्वव साापडेल काा? आपण दोोन आणि� तीीन 
अंंशाात्मक एककांं�प्रमााणेेच तर्कक  वाापरण्यााचाा प्रयत्न करू शकताा - किं�वाा आपलीी स्वतःःचीी पद्धत 
शोोधूू शकताा! 

प्रयत्न करून 
पहाा
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एकदीा एक उपोाया सापोडीलेा की, एखाद्याा वातुवळीाची कल्पना कराण्याासाठाी वाराीले आकृतीप्रमुाणाे भाागांमुध्ये े
विवाभाागण्यााचा प्रयात्न कराा!

 समांन भांगं�माधूील अपोूर्णां �ंक: जे�ं एखंदी पूूर्णांण स� ख्यां समांन भांगं�माधे्ये तिवाभांगली जंतेे आणिर्णां 
समांन प्रमांर्णांंते वांटली जंतेे, तेे�ं अपोूर्णां �ंक तेयांरा हेोतेो.

 अपोूर्णां �ंकं�क घटक: जे�ं एखंद्यं पूूर्णांण माूलभातूे घटकंलं समांन भांगं�माधे्ये तिवाभांगले जंतेे, तेे�ं 
प्र�ेक भांगंलं अपोूर्णां �ंकं�क घटक म्हर्णांतेंते.

 अपूूर्णां �ंक वांचेरे्णां: ५/६ यांअपूूर्णां �ंकंते ५ लं अ�शो (numerator) आणिर्णां ६ लं हेरा 
(denominator) म्हर्णांतेंते.

 मिमुश्र अपूूणाा�क: जाे अपूूणाा�क पूोणाा�क भााग आणिणा अपूूणाा�कात्मक भााग मिमुळूीन तयाारा �ोतो, त्याालेा मिमुश्र 
पूोणाा�क म्हणातात.

 स� ख्यां रेाषें: अपूूर्णां �ंक स� ख्यां रेाषेेवारा दंखवातें येातेंते. प्र�ेक अपूूर्णां �ंकंलं स� ख्यां रेाषेेवारा एक तिबी�द�  
असतेो.

 समांन अपूूर्णां �ंक: जे�ं दोन किक� वां अ�धूक अपूूर्णां �ंक समांन भांग किक� वां स� ख्यां दशोणवातेंते, तेे�ं 
�ं�नं समांन अपूूर्णां �ंक म्हर्णांतेंते.

 लघु�मा रूपू: असं अपूूर्णां �ंक, �ंच्यां अ�शो आणिर्णां हेरांमाधे्ये 1 णिशोवांया कोर्णांतेंहेी समांन गुर्णांक 
नसतेो, तेो अपूूर्णां �ंक लघु�मा रूपूंते असतेो.

 अपूूर्णां �ंकं�चेी बेीराीज कराण्यांचेी ब्रह्मगुप्त पूद्धते: अपूूर्णां �ंकं�चेी बेीराीज करातेंनं �ं�नं समांन 
अपूूर्णां �ंकं�क घटकं�माधे्ये (म्हर्णांजे समांन हेरांते) रूपूं�तेरा करां आणिर्णां न�तेरा प्र�ेक पूूर्णां �ंकंतेील 
पूूर्णां �ंकं�क घटकं�चेी बेीराीज करां. हेे अ�शों�चेी बेीराीज करून आणिर्णां हेरा समांन ठेीवाून केले जंतेे.

 अपूूर्णां �ंकं�चेी वाजंबींकी कराण्यांचेी ब्रह्मगुप्त पूद्धते: अपूूर्णां �ंकं�चेी वाजंबींकी करातेंनं �ं�नं समांन 
पूूर्णां �ंकं�क घटकं�माधे्ये (म्हर्णांजे समांन हेरांते) रूपूं�तेरा करां आणिर्णां न�तेरा अपूूर्णां �ंकं�क घटक 
वाजं करां. हेे अ�शो वाजं करून आणिर्णां हेरा समांन ठेीवाून केले जंतेे.


